
УДК 519 

СРАВНЕНИЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ КОШИ ДЛЯ 

ОБЫКНОВЕННЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ 

Медведева Н.В., Скряга Е.С. 

ФГБОУ ВО «Уральский государственный университет путей сообщения», Екатеринбург (620034, г. Ека-

теринбург, ул. Колмогорова, 66), e-mail: medvedeva_n_v@mail.ru, skryaga1998@mail.ru 

 

Аналитическое решение той или иной прикладной задачи является чаще исключением в силу слож-

ного и приближенного характера исследуемых моделей реальных процессов. В связи с этим численный 

анализ математический моделей является актуальным и эффективным аппаратом конструктивного ис-

следования прикладных проблем. В работе описаны процедуры вычислений основных численные мето-

ды решения задачи Коши для обыкновенных дифференциальных уравнений: метода Эйлера и метода 

Рунге-Кутты. Метод Эйлера занимает ключевую позицию в теории  численных методов интегрирования 

обыкновенных дифференциальных уравнений. На практике наиболее распространен метод Рунге-Кутты 

четвертого порядка точности, в котором используется не линейная аппроксимация, а аппроксимация с 

помощью квадратурных формул Симпсона. Сравнительный анализ и оценка погрешностей данных чис-

ленных методов реализованы на примере решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального 

уравнения второго порядка. Для данной задачи Коши аналитическое и численные решения выписаны в 

явном виде. Составлены таблицы абсолютных и относительных погрешностей вычислений на каждом 

шаге интегрирования. Для наглядности сравнения результатов вычислений представлено совместное 

графическое решение данной задачи аналитическим и рассмотренными численными методами. 
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Analytical solution of a particular applied problem is more often an exception of remain valid to complex 

and approximate nature of the researching models of real processes. Accordingly, of this, numerical analysis of 

mathematical models is an actual and effective apparatus for constructive research of applied problems.  This 

work describes the scaling procedures of the main numerical methods for solving the Cauchy problem for ordi-

nary differential equations such as Euler method and Runge-Kutta method. The Eulerian method fills out a spe-

cial place in the theory of numerical methods for integration of ordinary differential equations. The most com-

mon method of Runge-Kutta is  the  method of fourth order of accuracy, which uses no linear approximation, 

and this method always use in practice, this formula is commonly uses for approximation the quadrature Simp-



son’s formula. Comparative analysis and error estimation of these numerical methods represent on the example 

of solving the Cauchy problem for ordinary differential equation of the second order. Analytic and numerical 

solutions is written  out in an explicit form for this Cauchy problem. The tables of absolute and relative errors of 

calculations at each integration step are compiled. Compatible schematic solution of this problem of analytical 

and numerical methods is represented graphically   for better comparison of the results of the calculations. 
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Аналитическое решение той или иной прикладной задачи является чаще исключением в 

силу сложного и приближенного характера исследуемых моделей реальных процессов. В 

связи с этим численный анализ математический моделей является актуальным и эффектив-

ным аппаратом конструктивного исследования прикладных проблем. Численное решение 

решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения первого порядка: 
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состоит в том, что на отрезке 0[ , ]x b  вводится сетка 1 2, ,..., nx x x  узлов интегрирования. Для 

равномерной сетки 0ix x i h   , 0,1,...,i n , при этом величина 1i ih x x  шаг сетки (инте-

грирования). В узлах сетки интегрирования находятся приближенные значения 1 2, ,..., ny y y  

точного решения ( )y x . Результатом численного решения является таблица { , }i ix y , 

0,1,...,i n  (сеточная функция) приближенных значений искомого решения ( )y x  в узлах сет-

ки. В основе построения дискретной задачи Коши лежит тот или иной способ замены диф-

ференциального уравнения его дискретным аналогом. 

Метод Эйлера занимает ключевую позицию в теории  численных методов интегрирования 

обыкновенных дифференциальных уравнений. Построение численного решения по методу 

Эйлера реализуется с помощью расчетной формулы [1]: 

1 ( , ), 0,1,..., .i i i iy y h f x y i n      (1) 

Расчет ошибки метода Эйлера происходит путем разложения функции ( )y y x  в ряд Тейло-

ра. В окрестности начальной точки имеем [1]: 
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или 1 1 1( ) ( )y x y r h  , где 
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y ξr h h   остаточный член, 1 0 1[ ; ]ξ x x , характеризующий 

локальную (шаговую) ошибку метода Эйлера, т.е. ошибку, совершаемую на одном шаге. При 

многократном применении формулы происходит наложение ошибок и образуется глобальная 

ошибка. Локальная ошибка 2( )O h  метода Эйлера – это бесконечно малая величина от 2h , а 

глобальная ( )O h  – бесконечно малая от h . Следовательно, метод Эйлера имеет глобальную 

ошибку на каждом шаге на единицу по порядку хуже, чем локальная погрешность. 

Существуют несколько способов построения численных методов решения задачи Коши 

более высокой по порядку относительно h  точности. На практике наиболее распространен 

метод Рунге-Кутты четвертого порядка точности, в котором используется не линейная ап-

проксимация, а аппроксимация с помощью квадратурных формул Симпсона. Искомые зна-

чения 1 2, ,..., ny y y  на каждом шаге итерационного процесса последовательно вычисляются по 

формулам [1]: 
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Локальная погрешность метода Рунге-Кутты 5( )O h  – это бесконечно малая величина отно-

сительно 5h , а глобальная 4( )O h  – бесконечно малая от 4h . Таким образом, метод Рунге-

Кутты является более точным по сравнению с методом Эйлера. Проиллюстрируем сравнение 

и применение данных численных методов решения задачи Коши на примере. 

Пример. Решить дифференциальное уравнение 2 3 2 , (0) 1, (0) 1x x x t x x        на интер-

вале [0;1]x  с шагом 0,1h   методом Эйлера, методом Рунге-Кутты. 

Решение. Проведем решение поставленной задачи в несколько этапов. 

1. Найдем общее решение ( )x t  линейного однородного дифференциального уравнений 

второго порядка (ЛОДУ) с постоянными коэффициентами: 

2 3 0.x x x     



Сделаем замену: 2 , , 1x k x k x    . Тогда 2 2 3 0k k   – характеристическое уравнение 

ЛОДУ и 1 1k   , 2 3k  . Следовательно, 3
1 2( ) t tx t C e C e    – общее решение ЛОДУ. 

2. Найдем частное решение *( )x t  данного линейного неоднородного дифференциального 

уравнений второго порядка (ЛНДУ) с постоянными коэффициентами: 

2 3 2 .x x x t     

Определим вид частного решения. По условию правая часть ( ) 2f t t . Тогда *( ) ,x t At B   

где A , B – неопределенные коэффициенты. Для определения значений коэффициентов A , 

B вычислим производные: ( *( ))x t A  , ( *( )) 0x t    и подставим их в данное уравнение: 

3 2 3 2 .At A B t     Следовательно, 3 2A   и 2 3 0A B    откуда 2
3

A   , 4
9

B   и 

2 4*( )
3 9

x t t   – частное решение данного ЛНДУ.  

3. По теореме [5] о структуре общего решения ЛНДУ получаем общее решение данного 

дифференциального уравнения: 3
1 2

2 4( )
3 9

t tx t C e C e t      . 

4. Используя начальные условия: (0) 1, (0) 1x x   определим значения 1 2,C C : 

1 2

1 2

4 1,
9

23 1,
3

C C

C C

   

   


 

где 1 0C  , 2
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C  . Следовательно, 35 2 4( )
9 3 9

t
чрx t e t    – частное (точное) решение данной 

задачи Коши. В таблице 1 столбец TР
ix  содержит значения точного решения данного диффе-

ренциального уравнения в расчетных точках 0 ,it t i h    0,1,...,i n . 

5. Найдем численное решение методом Эйлера. Сведем данное дифференциальное урав-

нение второго порядка к системе дифференциальных уравнений. Для этого сделаем замену: 

x y  , x y  . Тогда одновременно должны выполняться равенства 

,
3 2 2 ,
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y x y t
 

    
 

при этом (0) 1, (0) 1.x y    



Численное решение системы двух дифференциальных уравнений первого порядка с двумя 

искомыми функциями: 
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где 0 0 0 0( ) , ( )x t x y t y  , по методу Эйлера (1) для каждой неизвестной функции строится по 

формулам [1]: 

1Δ ( , , )i i i i ix x h h f t x y     2Δ ( , , ),i i i i iy y h h f t x y     

1 Δ ,i i ix x x    1 Δ , 0,1,..., .i i iy y y i n     

В таблице 1 столбцы 1Э
ix , 2Э

ix  содержат значения численных решений данного дифферен-

циального уравнения, полученных методом Эйлера с шагом интегрирования 0,1  и 0,01  со-

ответственно. 

Таблица 1 

i  it  TР
ix  1Э

ix  2Э
ix  РK

ix  

0 0 1 1 1 1 

1 0,1 1,128 1,1 1,124 1,128 

2 0,2 1,323 1,25 1,315 1,323 

3 0,3 1,611 1,465 1,593 1,611 

4 0,4 2,022 1,765 1,99 2,022 

5 0,5 2,601 2,174 2,547 2,601 

6 0,6 3,405 2,726 3,318 3,405 

7 0,7 4,515 3,464 4,377 4,514 

8 0,8 6,035 4,443 5,823 6,034 

9 0,9 8,111 5,736 7,789 8,11 

10 1 10,936 7,437 10,455 10,935 

 

Реализовать численное решение можно с помощью вычислительной техники, позволяю-

щей проводить сложные расчеты с применением различных компьютерных программ. До-

статочно удобной программой для обучения, вычислений и визуализации результатов мате-



матического моделирования инженерных расчетов является Mathcad [3]. В [4] приведены 

примеры документов Mathcad, реализующих алгоритм задачи Коши по методу Эйлера.  

6. Найдем численное решение методом Рунге-Кутты. Сведем данное дифференциальное 

уравнение второго порядка к системе дифференциальных уравнений: 
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при этом (0) 1, (0) 1.x y   

Численное решение системы (3) двух дифференциальных уравнений первого порядка с 

двумя искомыми функциями по методу Рунге-Кутты (2) строится для каждой функции от-

дельно по формулам [1]: 
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 4 1 3 3, , ,i i i
i i ik h f t h x k y l       4 2 3 3, , ,i i i
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1 2 3 4
1Δ ( 2 2 ),
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1Δ ( 2 2 ),
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1 Δ ,i i ix x x    1 Δ ,i i iy y y    

где 0,1,...,i n . В таблице 1 столбец РK
ix  содержит значения численного решения данного 

дифференциального уравнения, полученного методом Рунге-Кутты с шагом интегрирования 

0,1h  . Вычисления можно реализовать в программе Mathcad с помощью команды 

1 2( , , , , )rkfixed y x x n F  [4].  

6. По данным таблицы 1 на рис. 1 представим совместное графическое решение данного 

дифференциального уравнения рассмотренными методами. В силу своей наглядности графи-

ческое решение может способствовать актуализации познавательного интереса обучающих-

ся, а значит обеспечению условий, направленных на формирование и поддержку мотивов 

учения у студентов [2]. 



 

Рис. 1. Совместное графическое решение 

Таблица 2 

i  it  

Абсолютные  

погрешности 

Относительные  

погрешности (%) 
1Э

ix  2Э
ix  РK

ix  1Э
ix  2Э

ix  РK
ix  

0 0 0 0 0 0 0 0 

1 0,1 0,028 0,004 0 2,482 0,355 0 

2 0,2 0,073 0,008 0 5,518 0,605 0 

3 0,3 0,146 0,018 0 9,063 1,117 0 

4 0,4 0,257 0,032 0 12,71 1,583 0 

5 0,5 0,427 0,054 0 16,417 2,076 0 

6 0,6 0,679 0,087 0 19,941 2,555 0 

7 0,7 1,051 0,138 0,001 23,278 3,056 0,022 

8 0,8 1,592 0,212 0,001 26,379 3,513 0,017 

9 0,9 2,375 0,322 0,001 29,281 3,97 0,012 

10 1 3,499 0,481 0,001 31,995 4,398 0,009 



7. Рассчитаем абсолютную Δi  и относительную iδ  погрешности метода Эйлера и метода 

Рунге-Кутты для каждого шага 0,1,...,i n  соответственно по формулам [1]: 

*Δ | |i a a  ,  
*| | 100%

| |i
a aδ

a


  , 

где a  точное значение величины, *a   приближенное значение величины. Значения по-

грешностей представлены в таблице 2. 

Сравнивая значения абсолютных и относительных погрешностей вычислений из таблицы 

2, а также с помощью рис. 1, делаем вывод о том, что более точными являются вычисления 

по методу Рунге-Кутты четвертого порядка точности. Повысить точность метода Эйлера 

можно, уменьшив шаг интегрирования h . 

Таким образом, в работе описаны основные численные методы решения задачи Коши для 

обыкновенных дифференциальных уравнений: метод Эйлера и метод Рунге-Кутты. Сравни-

тельный анализ и оценка погрешностей данных численных методов реализованы на примере 

решения задачи Коши для обыкновенного дифференциального уравнения второго порядка. 

Аналитическое и численные решения данной задачи Коши выписаны в явном виде. Состав-

лены таблицы абсолютных и относительных погрешностей вычислений на каждом шаге ин-

тегрирования. Для наглядности сравнения результатов вычислений представлено совместное 

графическое решение данной задачи всеми рассмотренными методами. 
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